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1: Méthode des éléments finis: qu’est-ce que c’est? 

La méthode des  éléments-finis (MEF) est une méthode d’approximation 
numérique de solutions de problèmes aux limites statiques ou 
dynamiques tels que 

— diffusion thermique 

— mécanique des milieux continus (solides et fluides) 

— électromagnétisme et électrostatique 

— Problèmes multi-physiques 

absolument tous les problèmes d’équations aux dériv ées partielles (EDP) 
aux limites. 

Il s’agit  de trouver une approximation discrète.  

 



2: Problème fondamental d’élasticité linéaire 

On considère un solide élastique linéaire en équilibre 
statique représenté par un domaine 3D Ω ∈ 𝑅3. Le 
solide est soumis à une densité volumique d’effort 
𝒇𝑠et une densité surfacique d’effort 𝒇𝑣 sur une partie 
de sa frontière Γ𝑓, l’autre partie de la frontière Γ𝑢est 
imposée d’un déplacement 𝒖 . Trouver les champs u,  
et σ tels que: 
 

𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓𝑣𝑖 = 0

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 dans  Ω

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑓𝑠𝑖 sur Γ𝑓
𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 sur Γ𝑢

 

 

𝒇𝑠 

 𝒇𝑣 

𝒖  

Ω 

Γ𝑓  

Γ𝑢 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

2.1: Notions de base 
1: Densité de l’énergie de déformation: 

 𝑈0=  𝜎𝑖𝑗𝑑

𝜀𝑖𝑗

0

𝜀𝑖𝑗  

Cas d’élastique linéaire: 

 𝑈0=
1

2
𝜺 𝑇 𝑪 𝜺  

Energie de déformation du solide Ω 

𝑈 =  
1

2
𝜺 𝑇 𝑪 𝜺 𝑑

Ω

Ω 

 
 
 
 
 
 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

2: Densité de l’énergie complémentaire: 

𝑈∗
0 =  𝜀𝑖𝑗𝑑

𝜎𝑖𝑗

0

𝜎𝑖𝑗  

Cas d’élastique linéaire: 

𝑈∗
0 =

1

2
𝝈 𝑇 𝑪 −𝟏 𝝈  

Energie complémentaire du solide Ω 

𝑈∗ =  
1

2
𝝈 𝑇 𝑪 −𝟏 𝝈 𝑑

Ω

Ω 

Relation entre 𝑈0 et 𝑈∗
0: 

𝑈0 + 𝑈∗
0 = 𝝈 𝑇 𝜺  

Loi de comportement: 

𝜎𝑖𝑗 =
𝜕𝑈0

𝜕𝜀𝑖𝑗
 

𝜀𝑖𝑗 =
𝜕𝑈∗

0

𝜕𝜎𝑖𝑗
 

 
 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

3: Energie potentielle des forces extérieures: 

𝑈𝑒 = − 𝒇𝒗
𝑇 𝒖 𝒅Ω

Ω

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑓

 

4: Energie potentielle totale: 

Π = 𝑈 + 𝑈𝑒 =  𝑈0𝒅Ω

Ω

−  𝒇𝒗
𝑇 𝒖 𝒅Ω

Ω

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑓

 

5: Energie complémentaire des déplacements: 

𝑈∗
𝑒 = −  𝑹 𝑇 𝒖 𝒅Ω

Γ𝑢

 

6: Energie complémentaire totale: 

Π∗
𝑒 = 𝑈∗ + 𝑈∗

𝑒 =  𝑈∗
0𝑑Ω

Ω − 𝑹 𝑇 𝒖 𝒅Ω
Γ𝑢

 

 

 

 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

7: Travail des contraintes : 

𝑊𝑖𝑛𝑡 = − 𝝈 𝑇 𝜺 𝒅Ω

Ω

 

8: Travail des forces extérieures: 

𝑊𝑒𝑥𝑡 =  𝒇𝒗
𝑇 𝒖 𝒅Ω

Ω

+  𝒇𝒔
𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑓

  

9: Champs de déplacement virtuel cinématiquement admissible 

Un champ de déplacement virtuel  𝒗  est dit cinématiquement admissible si 
𝒗  est continu et dérivable dans Ω et s’il satisfait les conditions aux limites de 

déplacements imposés 𝒗 = 𝒖  sur Γ𝑢. 

10: Champ de contrainte virtuelle statiquement admissible 

Un champ de contrainte virtuelle  𝝈  est dit statiquement admissible si 𝝈  
est dérivable dans Ω et s’il satisfait les conditions d’équilibre: 

 
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓𝑣𝑖 = 0 𝑑𝑎𝑛𝑠 Ω

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑓𝑠𝑖 𝑠𝑢𝑟 Γ𝑓
 

 

 

 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

2.2: Principe des travaux virtuels 

Pour tout  corps déformable,  les travaux virtuels des forces en équilibre 
associées aux déplacements cinématiquement admissibles  sont nuls.  

Le travail des forces extérieures associé aux déplacements virtuels: 

𝑊𝑒𝑥𝑡 =  𝒇𝒗
𝑇 𝒗 𝒅Ω

Ω

+  𝒇𝒔
𝑇 𝒗 𝒅Γ

Γ𝑓

  

Le travail des contraintes associé aux déformations virtuelles virtuelles: 

𝑊𝑖𝑛𝑡 = − 𝝈 𝑇 𝜺𝒗 𝒅Ω

Ω

 

Avec 𝜀𝑣𝑖𝑗 =
1

2
𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖  

Selon le principe des travaux  virtuels: 
𝑊𝑒𝑥𝑡+𝑊𝑖𝑛𝑡= 0 

 𝒇𝒗
𝑇 𝒗 𝒅Ω

Ω
+  𝒇𝒔

𝑇 𝒗 𝒅Γ
Γ𝑓

−  𝝈 𝑇 𝜺𝒗 𝒅Ω
Ω

=0 

 

 

 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

2.3: Principe de l’énergie potentielle totale  

Pour tout  corps déformable,  la variation de l’énergie potentielle totale est 
nulle lors d’un déplacement virtuel cinématiquement admissible: 

𝛿Π = 𝛿 𝑈 + 𝑈𝑒 = 𝛿  𝑈0𝒅Ω

Ω

−  𝒇𝒗
𝑇 𝒖 𝒅Ω

Ω

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑓

= 0 

De plus, parmi tous les déplacements virtuels cinématiquement admissibles, 
les déplacements réels rendent l’énergie potentielle totale minimale: 

Π(𝒖 + 𝜹𝒖) ≥ Π(𝒖) 

2.4: Principe de l’énergie complémentaire totale  

Pour tout  corps déformable soumis aux contraintes virtuelles statiquement 
admissible,  la variation de l’énergie complémentaire totale est nulle: 

𝛿Π∗ = 𝛿 𝑈∗ + 𝑈∗
𝑒 = 𝛿  𝑈∗

0𝒅Ω

Ω

−  𝑹 𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑢

= 0 

De même, parmi toutes les contraintes  virtuelles statiquement admissibles, 
les contraintes réelles rendent l’énergie complémentaire totale minimale: 

𝛿Π∗(𝝈 + 𝛿𝝈) ≥ 𝛿Π∗(𝝈) 

 

 

 



2: Formalismes énergétiques et principes variationnels 

2.4: Méthode de Ritz: Application du principe de l’énergie potentielle totale  

Soit  

𝒖 = 𝒖0 +  𝑎𝑚𝒖𝑚

𝑀

𝑚=0

 

𝒖0, 𝒖𝑚 sont des fonctions continues et dérivables dans Ω, 𝒖0 = 𝒖 , 𝒖𝑚 = 𝟎 sur Γ𝑢, 
𝑎𝑚 sont des constantes à déterminer. Donc 𝒖 est un champ de déplacement 
cinématiquement admissible. 

On calcule la variation de l’énergie potentielle totale: 

𝛿Π =
𝜕Π

𝜕𝑎𝑚
𝛿𝑎𝑚 =  

𝜕𝑈

𝜕𝑎𝑚
−  𝒇𝒗

𝑇 𝒖𝑚 𝒅Ω
Ω

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖𝑚 𝒅Γ

Γ𝑓

𝑀
𝑚=0 𝛿𝑎𝑚=0 

𝛿𝑎𝑚 étant indépendants et arbitraires, ce qui donne: 

 
𝜕𝑈

𝜕𝑎𝑚
−  𝒇𝒗

𝑇 𝒖𝑚 𝒅Ω
Ω

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖𝑚 𝒅Γ

Γ𝑓
=0 

C’est un système d’équations linéaires de 𝑎𝑚 avec lequel les constantes 𝑎𝑚 
peuvent être déterminées.  



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.1: Principes variationnels en sous domaine 

Considérons un domaine divisé en deux sous domaines, Ω = Ω1 Ω2, = 1 Γ2, 
0 = Ω1 Ω2 , 𝒏1= −𝒏2. Les champs de contrainte, de déformation et de 
déplacement sont représentés par 𝝈𝒆, 𝜺𝒆 et 𝒖𝒆 respectivement.  

L’énergie potentielle totale: 

Π =   𝑈0𝒅Ω

Ω𝑒

−  𝒇𝒗
𝑇 𝒖 𝒅Ω

Ω𝑒

−  𝒇𝒔
𝑇 𝒖 𝒅Γ

Γ𝑓𝑒

2

𝑒=1

 

Parmi tous les champs de déplacements cinématiquement 

admissible, le champ de déplacement réel rend l’énergie  

potentielle totale minimale si  

 𝒖𝟏 − 𝒖𝟐 = 𝟎 et 𝝈𝟏𝒏1 + 𝝈𝟐𝒏2 = 𝟎 sur 𝚪0. 

Soit:  δΠ = 0, Π(𝒖 + 𝜹𝒖) ≥  Π(𝒖) 

 

Ω1 

Ω2 

𝒏1 
𝒏2 

𝚪1 
𝚪2 

𝚪0 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.2: Approche de la méthode des éléments finis 

• Discrétisation de la structure Ω =  Ω𝑒, Ω𝑒 dit l’élément e, représenté par des 
points remarquables, dit des nœuds; 

• Numérotation des nœuds. On distingue une numérotation globale de tous les 
nœuds et une numérotation locale dans un élément; 

• Approximation du champ de déplacement dans un élément par interpolation:  
𝒖𝑒 = 𝑵 𝒙 𝒒𝑒  

𝑵 𝒙 : matrice de fonctions d’interpolation (fonctions de forme); 

𝒒𝑒 : vecteur des déplacements nodaux. 

Propriété importante de 𝑁 𝑥 :  𝑁𝑖 𝑥𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 

• Calcul des vecteurs de déformation et de contrainte 
𝜺𝑒 = 𝑫 𝑵 𝒙 𝒒𝑒 = 𝑩 𝒒𝑒  
𝜎𝑒 = 𝑪 𝜺𝑒 = 𝑪 𝑩 𝒒𝑒  

𝑫  : matrice d’opérateur différentielle 

𝑩 = 𝑫 𝑵 𝒙  : matrice de déformation 

 





3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.2: Approche de la méthode des éléments finis 

• Application du principe de l’énergie potentielle totale par élément 

𝛿Π = 𝛿 𝒒𝒆 𝑇 𝜕Π

𝜕 𝒒𝒆 𝑇 𝛿 𝒒𝒆 𝑇 = 𝛿 𝒒𝒆 𝑇 𝑲𝑒 𝒒𝑒 − 𝑭𝑒 =0 

Ce qui donne:  
𝑲𝑒 𝒒𝑒 = 𝑭𝑒  

Propriétés de 𝑲𝑒 : 

1: singulière; 

2: symétrique; 

3: définie positive. 

• Assemblage des 𝑲𝑒  et de 𝑭𝑒  

On a obtenu un système d’équations linéaires pour chaque éléments, il faut combiner ces 
équations dans un seul système d’équations tel que: 

𝑲 𝒒 = 𝑭  

Il s’agit d’assembler 𝑲𝑒  dans 𝑲  et 𝑭𝑒  dans 𝑭 .  

𝑲  et 𝑭  sont la matrice de rigidité globale et le vecteur de force généralisée globale 
respectivement. 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.2: Approche de la méthode des éléments finis 

• Prise en compte des conditions aux limites en déplacements  

Dans le vecteur de déplacements nodaux  𝒒 , certains composants sont connus  grâce 
aux conditions aux limites en déplacements qui doivent être prise en compte en utilisant 
des méthodes spéciales. 

• Résoudre le système d’équations linéaires pour dégager le vecteur de déplacements 
nodaux  𝒒 . 

• Calcul des déformations et des contraintes dans tous les éléments 
𝜺𝑒 = 𝑩 𝒒𝑒  
𝜎𝑒 = 𝑪 𝜺𝑒  

 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.3: Exemple: Barre de longueur L, de section A et de masse volumique , 
encastrée à une extrémité et soumise à son poids propre.  

• Discrétisation: la structure est divisée en deux éléments linéique à deux 
nœuds, nommés I et II. 

• Numérotation globale: 3 nœuds numérotés 1,2,3. Numérotations locale: 
2 nœuds par éléments nommés 1, 2. 

•  Interpolation de déplacement: dans élément e, on écrit le champ de 
déplacement en fonction du vecteur de déplacement nodaux 𝒒𝒆 =
𝑢𝑒

1

𝑢𝑒
2

 tel que  

𝒖𝒆 = 𝑁1(𝑥) 𝑁2(𝑥)
𝑢𝑒

1

𝑢𝑒
2

= 𝑵 𝒒𝒆  

Pour déterminer les fonctions de forme, on utilise la propriété 𝑁𝑖 𝑥𝑗 = 𝛿𝑖𝑗. 
Supposons  𝑁1 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑥, on a 𝑁1 𝑥1 = 0 = 1 et 𝑁1 𝑥2 = 𝐿/2 = 0. 
Ceci nous donne:  

𝑁1 𝑥 = 1 −
2𝑥

𝐿
 

De même, on trouve:   

𝑁2 𝑥 =
2𝑥

𝐿
 

 

 

1 

3 

2 

II 

I 

2 

1 

1 

2 
g 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.3: Exemple 

• Matrice de déformation 𝑩  

𝜺𝑒 =
𝑑

𝑑𝑥
𝒖𝒆 = 𝑫 𝑵 𝒙 𝒒𝑒 = 𝑩 𝒒𝑒  

 

𝑩 = 𝑫 𝑵 𝒙 =
𝑑

𝑑𝑥
1 −

2𝑥

𝐿

2𝑥

𝐿
= −

2

𝐿

2

𝐿
 

• Matrice de rigidité élémentaire  

𝑲𝑒 =  𝑩 𝑇 𝑪 𝑩 𝒅Ω

Ω𝑒

=  −
2

𝐿

2

𝐿

𝑇

𝑬 −
2

𝐿

2

𝐿
𝐴𝑑𝑥

𝐿/2

0

=
2𝐸𝐴

𝐿
1 −1
−1 1

 

• Vecteur de forces généralisées: 

𝑭𝑒 =  𝑵 𝑇 𝒇𝒗 𝒅Ω

Ω𝑒

+   𝑵 𝑇 𝒇𝒔 𝒅Γ

Γ𝑓𝑒

=  1 −
2𝑥

𝐿

2𝑥

𝐿

𝑇

𝑔 𝐴𝑑𝑥

𝐿/2

0

= 𝐴𝐿𝑔/4
1
1

 

 

 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.3: Exemple 

• Assemblage 

Pour élément I, nous avons les équations 𝑲𝑒 𝒒𝒆 = 𝑭𝑒  
2𝐸𝐴

𝐿
1 −1
−1 1

𝑢1
𝑢2

= 𝐴𝐿𝑔/4
1
1

 

Pareillement pour élément II: 
2𝐸𝐴

𝐿
1 −1
−1 1

𝑢2
𝑢3

= 𝐴𝐿𝑔/4
1
1

 

Pour les combiner en un seul système d’équations, on fait élargir les systèmes 
précédents: 

2𝐸𝐴

𝐿

1 −1 0
−1 1 0
0 0 0

𝑢1
𝑢2
𝑢3

= 𝐴𝐿
𝑔

4

1
1
0

 

2𝐸𝐴

𝐿

0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

𝑢1
𝑢2
𝑢3

= 𝐴𝐿𝑔/4
0
1
1

 

L’addition de deux systèmes donnes: 

2𝐸𝐴

𝐿

1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

𝑢1
𝑢2
𝑢3

= 𝐴𝐿𝑔/4
1
2
1

 

 

 

 

 

 

 



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.3: Exemple 

Règle d’assemblage 

 

𝑖 𝑗

𝑘𝑖𝑖 𝑘𝑖𝑗
𝑘𝑗𝑖 𝑘𝑗𝑗

𝑖
𝑗
    𝑲     

⋯ 𝑖 𝑗 ⋯

𝑘𝑖𝑖 𝑘𝑖𝑗

𝑘𝑗𝑖 𝑘𝑗𝑗

⋮
𝑖

𝑗
⋮

 

• Prise en compte des conditions aux limites en déplacement 

Encastrement au nœud 1: 𝑢1 = 0; 𝐹1 inconnue 

2𝐸𝐴

𝐿

1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

0
𝑢2
𝑢3

=

𝐹1
𝐴𝐿𝑔/2
𝐴𝐿𝑔/4

 

• Résolution:   

𝑢2 =
3𝐿2𝜌𝑔

8𝐸
                𝑢3=

𝐿2𝜌𝑔

2𝐸
 

 

 

 

 

 

 

 

Numérotation globale 
 

𝑲𝑒  



3: Application des principes variationnels par la 
méthode des éléments finis 

3.3: Exemple 

• Déformations 

𝜺𝐼 = 𝑩 𝒒𝐼 = −
2

𝐿

2

𝐿

𝑢1
𝑢2

=
3𝐿𝜌𝑔

4𝐸
 

𝜺𝐼𝐼 = 𝑩 𝒒𝐼𝐼 = −
2

𝐿

2

𝐿

𝑢2
𝑢3

=
𝐿𝜌𝑔

4𝐸
 

• Contraintes 

 

𝜎𝐼 = 𝑪 𝜺𝐼 =
3𝐿𝜌𝑔

4
 

𝜎𝐼𝐼 = 𝑪 𝜺𝐼𝐼 =
𝐿𝜌𝑔

4
 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Eléments isoparamétriques 

4.1: Eléments de référence (élément parent) 

Un élément de référence est un élément de forme très simple, Ω𝑅, repéré dans un 
espace de référence, qui peut être transformé en chaque élément réel Ω𝑒 par une 
transformation géométrique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Elément de référence    Elément réel 

 

 

 

 

1 2 

3 4 

5 

6 

7 

8 
 

η 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

7 

x 

y 

𝝉𝒆 

𝛀𝑹: −1 ≤ 𝜉 ≤ 1;−1 ≤ 𝜂 ≤ 1  

Ω𝒆 



4. Eléments isoparamétriques 

Transformation géométrique 

La transformation géométrique 𝝉𝒆 définit les coordonnées 𝒙 de chaque pour l’élément 
réel à partir des coordonnées 𝝃 du point correspondant de l’élément de référence: 

𝝉𝒆: 𝝃 → 𝒙 = 𝒙(𝝃, 𝒙𝑖) 

𝒙𝑖: coordonnées des nœuds de l’éléments réel. 

Pour être simple, on utilise souvent une transformation linéaire telle que: 
𝒙 = 𝑵 (𝝃) 𝒙𝒊  

𝑵 (𝝃) est appelée fonction de transformation géométrique. 

Propriété de 𝑵 (𝝃): 

1: Bijectivité : à tout point de 𝛀𝑹 correspond un point de 𝛀𝒆 et un seul, et inversement; 

La transformation 𝝉𝒆 est bijective si la matrice jacobienne (exemple en 2D) 

𝑱 =

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

 

est non singulière, det 𝑱 ≠ 0; 

2: 𝒙(𝝃𝒊) = 𝒙𝒊: les nœuds géométriques de l’élément de référence correspondent aux 
nœuds géométriques de l’élément réel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Eléments isoparamétriques 

Transformation géométrique: exemple 

La propriété 𝒙(𝝃𝒊) = 𝒙𝒊 exige 𝑁𝑖 𝜉𝑗 = 𝛿𝑖𝑗. Ceci nous permet de déterminer 𝑵 (𝝃)  en 
utilisant la méthode pour 𝑵 (𝝃) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Soit 𝒙 = 𝑥 𝑦 𝑻 et 𝒙𝒊 = 𝑥1 𝑦1 𝑥2 𝑦2 𝑥3 𝑦3 𝑇, nous pouvons trouver: 

𝑵 =
1 − 𝜉 − 𝜂 0 𝜉 0 𝜂 0
0 1 − 𝜉 − 𝜂 0 𝜉 0 𝜂

 

On vérifie facilement les deux propriétés de la transformation géométrique, 
notamment: 

det 𝑱 = 𝑥2 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 − (𝑥3 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1) ≠ 0 
si les trois sommets de l’élément ne sont pas alignés. 
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4. Eléments isoparamétriques 

4.2 Approximation sur un élément de référence 

Il s’agit de construire un champ de déplacement en terme de déplacements 
nodaux, qui est simple sur l’élément de référence.  

Exemple: 

 

 

 

 

 

 

nous pouvons constater que: 
𝑵(𝜉, 𝜂) = 𝑵 ((𝜉, 𝜂)  

Lorsque les fonctions d’interpolation de déplacement sont identiques aux 
fonctions de transformation géométrique, on dit que l’on construit un élément 
isoparamétrique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3  

2 1 
𝛀𝑹 

(0,0) (1,0) 

(0,1) 

𝜂 

 

Soit: 𝒖 = 𝑢 𝑣 𝑻   
𝒒𝒆 = 𝑢1 𝑣1 𝑢2 𝑣2 𝑢3 𝑣3 𝑇 

 𝒖 = 𝑵(𝜉, 𝜂) 𝒒𝒆  
Selon la propriété de 𝑵 , il est facile de trouver: 

𝑵 =
1 − 𝜉 − 𝜂 0 𝜉 0 𝜂 0
0 1 − 𝜉 − 𝜂 0 𝜉 0 𝜂

  



4. Eléments isoparamétriques 

4.3 Transformation des opérateurs de dérivation 

La matrice de rigidité élémentaire est calculée sur l’élément réel: 

𝑲𝑒 =  𝑩 𝑇 𝑪 𝑩 𝒅Ω

Ω𝑒

 

Avec 𝑩 = 𝑫 𝑵 . Dans le cas actuel, 𝑫  est un opérateur différentiel défini dans 

le repère de global (x,y), par contre, 𝑵 = 𝑵(𝜉, 𝜂) est définie sur l’espace de 
référence. Il faut donc opérer une transformation géométrique. Puisque 

𝜕

𝜕𝜉
𝜕

𝜕𝜂

=

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

 

Ce que nous notons 𝝏𝝃 = 𝑱 𝝏𝒙 , nous avons donc: 
𝝏𝒙 = 𝑱−𝟏 𝝏𝝃  

Le calcul de 𝑱  se fait en utilisant la transformation géométrique: 

 

 

 

 

 

 



4. Eléments isoparamétriques 

Le calcul de 𝑱  se fait en utilisant la transformation géométrique. Puisque, 

𝑥 =  𝑁𝑖(𝜉, 𝜂)𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

=  𝑁𝑖  (𝜉, 𝜂)𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

 

𝑦 =  𝑁𝑖 𝜉, 𝜂 𝑦𝑖 =  𝑁𝑖 (𝜉, 𝜂)𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 

 

donc 

𝑱 =

 
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

 
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

 
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜂
𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

 
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜂
𝑦𝑖

𝑚

𝑖=1

 

Ainsi la matrice de déformation 𝑩  est représenté en fonction de (𝜉, 𝜂)  

 

 

 

 

 



4. Eléments isoparamétriques 

4.4 Transformation d’une intégrale  

Le calcul de la matrice de rigidité élémentaire est rapporté sur l’élément réel Ω𝑒. Il 
faut le transformé sur l’élément de référence Ω𝑅 : 

𝑲𝑒 =  𝑩 𝑇 𝑪 𝑩 𝑑𝑥𝑑𝑦

Ω𝑒

=  𝑩 𝑇 𝑪 𝑩 det 𝑱 𝑑𝜉𝑑𝜂

Ω𝑅

 

Ici: 𝑑Ω = 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜉𝑛𝑑𝜉 × 𝜂𝑛𝑑𝜂 =

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

×

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

 𝑑𝜉 𝑑𝜂 = det 𝑱 𝑑𝜉𝑑𝜂 

L’avantage de cette transformation est la forme de  l’élément de référence Ω𝑅 est 
très simple.  Par contre, l’intégrant devient compliqué tel que une intégration 
analytique est impossible.  L’intégration numérique devient indispensable. 

 

 

 

 

 

 



4. Eléments isoparamétriques 

4.5 Intégration numérique 

Considérons l’intégrale 

I =  𝑓(𝜉)

1

−1

𝑑𝜉 

La méthode la plus utilisée est la quadrature de 
Gauss: 

I =  𝑓(𝜉𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑤𝑖 

𝜉𝑖: points d’intégration (points de Gauss); 

𝑤𝑖: coefficients de pondération (poids). 

Ils sont déterminés de manière à intégrer 
exactement des polynôme d’ordre m≤2n-1. 

L’extention en 2D ou 3D est directe: 

I =   𝑓(𝜉, 𝜂)

1

−1

𝑑𝜉dη =  𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑤𝑖𝑤𝑗

𝑛

𝑖=1

1

−1

 

 

 

 

 

 

 

 


